
Sada p°íklad· na spojitost a limity funkcí více prom¥nných

1. Je funkce

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

spojitá ve v²ech bodech R2?

2. Je funkce

f(x, y) =

{
xy2

x2+y2 pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

spojitá ve v²ech bodech R2?

3. Spo£t¥te limitu (nebo dokaºte, ºe neexistuje) lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
.

4. Je funkce

f(x, y) =

{
xy√
x2+y2

pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

spojitá ve v²ech bodech R2?

5. Spo£t¥te limitu (nebo dokaºte, ºe neexistuje) lim
(x,y)→(0,0)

log(x2+y2)
√
x2 + y2.

6. Je funkce

f(x, y) =

{
x

4
3 y

x4+y2 pokud (x, y) 6= (0, 0),

0 pokud (x, y) = (0, 0),

spojitá ve v²ech bodech R2?

7. Spo£t¥te limitu (nebo dokaºte, ºe neexistuje) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2 .

8. Spo£t¥te limitu (nebo dokaºte, ºe neexistuje) lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2
.

9. Spo£t¥te limitu (nebo dokaºte, ºe neexistuje) lim
(x,y)→(0,0)

xy3 − 5x3

x2 + 2y2
.

10. Dokaºte, ºe funkce f(x, y) = (x + y) sin
1

x
cos

1

y
spl¬uje následující: ani

jedna z limit lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)
, lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

neexistuje, ale limita

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) existuje.
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Výsledky:

1. Funkce není spojitá v po£átku protoºe nap°. lim
x→0

(x, x) =
1

2
. V ostatních

bodech spojitá je (podíl polynom·). (podrobn¥j²í °e²ení viz tutoriál)

2. Funkce spojitá v po£átku, protoºe lze snadno odhadnout, ºe |f(x, y) −
f(0, 0)| ≤

√
x2 + y2 (v polárních sou°adnicích odhadneme funkcí g(r) =

r). V ostatních bodech je triviáln¥ spojitá (podíl polynom·).

3. Limita neexistuje protoºe nap°. lim
x→0

(x, 0) = 0, ale lim
x→0

(x, x2) =
1

2
(coº je

ve sporu s jednozna£ností limity). (bylo sou£ástí tutoriálu)

4. Funkce spojitá v po£átku, protoºe lze snadno odhadnout, ºe |f(x, y) −
f(0, 0)| ≤

√
x2 + y2 (v polárních sou°adnicích odhadneme funkcí g(r) =

r). V ostatních bodech je triviáln¥ spojitá (podíl polynom·). (bylo sou£ástí
tutoriálu)

5. Asi nejsnadn¥ji vid¥t v polárních sou°adnicích f(r cosα, r sinα) = r log(r2)→
0 pro r → 0+ (známá limita, kterou lze zárove¬ snadno spo£ítat l'Hospitalem).

6. Platí lim
x→0

f(x, x2) =∞ a tedy funkce není spojitá v po£átku. V ostatních

bodech spojitá je (podíl polynom·).

7. Plati f(r cosα, r sinα) = er
4 cos2 α sin2 α log(r2). Limita exponentu je 0 (po-

dobn¥ jako v p°íkladu 5) a tedy celková limita je 1.

8. Na £itatel pouºijeme vzore£ek a2−b2 = (a−b)(a+b), coº zp·sobí, ºe výraz
x2 + y2 se pokrátí. Zbyde spojitá funkce, do které uº m·ºeme dosadit.

9. V polárních sou°adnicích dostaneme

∣∣∣∣r3(r cosα sin3 α− 5 cos3 α)

r2(1 + cos2 α)

∣∣∣∣ ≤ 6r

pro 0 < r < 1 a tedy limita je rovna 0.
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